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Teorema: La regla de corte se mantiene para G3[mic]+Cut

La estrategia serd ir removiendo sucesivamente los cortes que estén arriba de los demads cortes con rango igual al rango de la deduccién
completa, es decir, los cortes mas arriba que tengan rango maximal. Procederemos por induccién principal sobre el rango de corte con
una subinduccién en el nivel del rango de corte en el fondo de D. Consideraremos sélo pruebas con axiomas donde la férmula principal
sea atémica.

D() z)1
I'=APD PT'=A,PD
PT = AP

dénde cr(D;) =cr(D) — 1 para i € {0, 1}, por una deduccién D* con la misma conclusién y tal que cr(D*) < |D.

Caso 1) Supongamos que Dy 0 D) es un axioma.
Subcaso 1a) D, es una instancia del axioma y D no es principal en Dy.

Clasico: D es de la forma:

DO Dl
PT'=APD PT,D=A,P
PT = AP

La conclusion resulta ser un axioma; asi que podemos tomar D* como P,I" = AP.
Verificacion de (*): La desigualdad d* < dj + d, se verifica ya que, para este caso, dp = 0, d; = 1 y d* = 0. En consecuencia 0 < 0 + 1.

Intuicionista. D es de la forma:

Do Dy
1, I'=>D D,1,I''=
1,I'=

De la hipétesis de induccion, D* es precisamente LL. Asi. la prueba se disminuye y el contexto de corte es el mismo.
Verificacion de (*): d* < 2(dy + dy) se verificayaque dy = 1,d; = 1 yd* = 0. Asi, 0 < 2(1)
Subcaso 1b) La premisa a la izquierda es una aplicacién de Ax y el sucedente principal es también una férmula de corte

Clasico:



D

Dy PI'= A
PI' = AP PPIT = A
PI'= A

D que estd dada por P,T' = A fue obtenida aplicando la cerradura bajo la contracciéon de ;. Se redujo el tamaifio de la prueba y no se
modificé el contexto de corte

Verificacion de (*): d* < dy +d; se verificayaquedy = 1,d; = 1,d*=2y2<1+1=2

Intuicionista:

Dy Dy
PI' =P PPI, =, P
PI =,P

D" viene dada por P,I' = A, el tamaifio se redujo y no cambi6 el contexto del corte.

Verificacion de (*): d* < 2(dy + d;) se verificayaquedy = 1,d; = 1,d*=2y2<2(2)=4
Subcaso 1c¢) La premisa a la derecha es una aplicaciéon de Ax o LT y la férmula del antecedente principal no es una férmula de corte.

Clasico:
Do D

IL=AD DT, L=A
I,L=,A

Por lo tanto, D* estd dada por I', L = A, el tamafio de la prueba se redujo y no cambid el contexto del corte.
Verificacion de (*): d* < dy + d; se verificapuesdy =0,d; =0,d*=0y0<0+0

Intuicionista:
Do Dy
IL=D DT, 1L =A
IL=A

Al igual que en el caso cldsico D* es una instancia de L, , el tamafio de la prueba se redujo y no cambid el contexto del corte.
Verificacion de (*): d* < 2(dy + dy) se verificayaque dy =0,d; =0,d*=0y0<2(0+0)=0

Subcaso 1d) La premisa en la derecha es una aplicacién del axioma Ax y la férmula de corte es también una férmula principal del
axioma.

Clasico:

Dy D
PI'=> A PP PPT = AP
PI,= AP

El tamafio de la prueba disminuy6, no cambid el contexto de corte.

Verificacion de (*): d* < dy + d; se verificayaquedy =0,d; =0,d*=0y0<0+0=0

Intuicionista:
Do D,

PT =P PPT =P
P, =P

Del mismo modo, el tamafio de la prueba disminuy6 y el contexto de corte sigui6 igual.
Verificacion de (*): d* < 2(dy + dy) se verificayaque dy =0,d; =0,d*=0y0<2(0+0)=0

Subcaso 1e) La premisa en el lado derecho es una aplicacion del axioma L, y la férmula de corte es también una férmula principal del
axioma.



Dy D
I'=s AL 1, I'=A
I'=A

Si Dy termina con una regla en la cual L es principal, ' = A, L es de la formaI’, L = A, L y asi es una instancia de L_L; entonces
I",L = A, el cudl es el mismo que I' = A, es también un axioma. Si 9 termina con una regla en la cual L no es principal, digamos,
dos premisas, D es de la forma

Doo Doy
I"'=> A, L I = A", 1 R
I'= A, L 1, I'= A Cut
= A s
Donde R es cualquier regla de inferencia, vamos a analizar la expresion de la forma:
I'=s> A, L I => A, L R
I'=A,1
i) Conjuncién:
D D
00 ol A B= A, L

I"'=>AA, L I"'=>A,B, L
I"=>AN,AANB, L

I",ANB= A, L
ii) Disyuncion:

Doo Do
AT"=> AN, L BT =>A,1
AVBI = A, L

I" = AN,A,B, L
I"=>A,AVB,L

iii) Implicacion:

Doo Do
I"'=>AA, L BI"'= A, L
A—-BI',=>A,L

AT"=>A,B, L
I"=>A,A—- B, L

iv) Cuantificador universal:
I'x]=> A, L
Vx, I => A, L
iv) Cuantificador existencial:
I" = Alx], L
I"= dx, A, L

Luego, las reglas de inferencia son validas y por lo tanto es correcto considerar a Dy de tal forma. Esto es transformado por una
permutacién y duplicacion del corte arriba sobre R en la izquierda:

Doo Dot
I'=s A, L 1" = A’ I => AL 1" = A”
SN = L
I'=A

Cutg Cut,

En esta deduccién D’ aplicando la hipétesis de induccién a 9, D). Si D, termina con una regla de premisa la transformacién es similar,
pero ninguna duplicacién es necesaria.

Al final inferimos que la prueba D* queda de la forma:
(Doo)* (Do)

I' => N I = A
I'=>A




y por lo tanto la prueba fue reducida de tamao.

Verificacion de (*) en el caso clasico. Si nosotros reemplazamos, usando la hipétesis de induccién en 9’ las subdeducciones inmediatas
D, D} por (D))", (D))" respectivamente, la profundidad de la deduccién resultante D" es:

d < méx(doo + 1,d01 + 1)
Lo cual es precisamente lo que tenemos que probar para ().

Intuicionista: Nuevamente, la premisa en el lado derecho es una aplicacion del axioma L, y la férmula de corte es también una férmula
principal del axioma.

Do Dl
I'=> L 1L, I'=A
I'=A

Si Py termina con una regla en la cual L es principal, ' = A, 1 es de la formaI”, L = A, 1 y asi es una instancia de L. L; entonces
I",1L = A, el cudl es el mismo que I' = A, es también un axioma. Si Dy termina con una regla en la cual L no es principal, digamos,
dos premisas, D es de la forma

Do Doy
"= .1 "= .1 R
I'=> 1 1, I'=A Cut
F=A “
Y para los demads casos tenemos los siguientes arboles.
i) Conjuncién:
F;DOOA F’DOIB " AB= A
= = 7 A A D - A7
I"=AAB,L ANB= A
ii) Disyuncion:
D D
A r/ i A/ B.T 2 A/ r’;A
2 2 I"=AVB
I"AVB=AN
iii) Implicacion:
D D
» o AT = B
F=4  BUSY To458
A—> BT = A
iv) Cuantificador universal:
Ix] = A
Vx, " = A
iv) Cuantificador existencial:
I = Alx]
I’ = AxA’

Luego, las reglas de inferencia son vilidas y por lo tanto es correcto considerar a Dy de tal forma. Esto es transformado por una
permutacién y duplicacion del corte arriba sobre R en la izquierda:

Doo Doy
I'=>1 LI = A "= .1 1L, IT7 = A
F’ i A’ F// : AI/
I'=s A

R

Por consiguiente la prueba queda de la siguiente forma:



(Doo)* (Do)
I_‘/ ﬁ A/ I_‘// : A//
I'=A

Verificacion de (*): Debemos ver que d* < 2 méax(dy + 1, do; + 1). En efecto:

d* < max(dy,do)
= I’Ille(d()() + l,d()l + 1)
< 2méax(dy + 1,do1 + 1)

Obteniendo asf la ecuacién planteada.

Caso 2) Doy D; no son axiomas y la formula de corte no es principal en el sucedente.
Clasico:

Asumimos entonces que D no es principal en el sucedente y que Dy termina con dos premisas R.

Doo Do1
I'SAD TS A.D D,
I''=A,D DT = A
I'=A

Lo cudl puede ser transformado por una permutacién del corte arriba de R (izquierda)

Ahora, hagamos un andlisis de la siguiente prueba, junto con la regla R:
Do Doy

I" = A'D I = A’',D
I'=AD

R
i) Conjuncién:

Z)()() DOI
I"=> A,A,D I"= A,B,D
I"=A,AANB,D

I",A,B=A",D
I'S,ANB=A,D

ii) Disyuncion:

Doo Do
AT"=>AN,D B,I"=A,D
I, AvB= A,D

I"=A,B,AN,D
I"=AVBA,D

iii) Implicacion:

Doo Do
I"=>AN,D B,I"=A,D
A—-BI"=A,D

I'J A= A,B,D
I"=A—->BN,D

iv) Cuantificador universal:

I'[x] = A,D
Vx,I" => A,D
iv) Cuantificador existencial:

I" = Alx],D
I" = 3AxA’, D

Luego, las reglas del sistema clésico funcionan, y haciendo una transformacion a la prueba, obtenemos:

Dpll’ = A] DjI" = A'] Doy [I' = A] DI’ = A”]
Cut., LI = AA,D D, I, T" = AN LI = AA"D D,T,T" = A A"
LT = AN LT = A A
I'T=AA R

Cut,,



Llamamos al resultado de la deduccién como 9. Sustituyendo Dy, D respectivamente por (Dp)*, (D1)* dada por la hipdtesis de induc-
cién produce una deduccién A” la cudl después de usar cerraduras bajo la contraccioén produce D*. Notemos que R puede en particular
ser un corte con rango < |D|.

Verificacion de (*) en el caso clasico. Notemos que d”’ = d*. Tenemos que probar que d* < max(dy,dp;) + 1 + d. por la hipétesis de
induccion tenemos que (dg)* < doo + d1 y que (d})* < do1 +dy y asi d* < méax(doo + dy, do1 + d1) + 1 = max(doo, do1) + 1 + d.

Intuicionista:

De nuevo asumimos que D no es principal en el sucedente y que Dy termina con dos premisas R.

Do Dy,
[’'=D =D o D
I''=D D, I'= A
Ir=A
Ahora analicemos cada regla en la siguiente expresion:
Do Doy
I"=D I"=D R
I''=D
i) Conjuncién:
F,DOOA F'DOIB I",A,B= D
= = — 5
IS AANB I, ANB=D
ii) Disyuncion:
D D
AT D Bl ep _I=A
2 ’ I"=>AVB
I",AVB=D
iii) Implicacion:
D D
0 o I",A= B
I'=>A B, I"=> D —_ T
I"=>A—->B
A—-BI"=D
iv) Cuantificador universal:
I'lx]=D
Vx,I” = D
iv) Cuantificador existencial:
I" = D[x]
I" = dxD

Por lo tanto las reglas funcionan, y la prueba toma la forma:

Dooll” =] DI = A'] Do[I' = A] DI = A”]
Cut I.I" =D DI, T" = A T = D D, IT" = A" Cut
LT = A I,T" = A R

ILIr=A

Luego, aplicando hipétesis por decrecimiento estricto de nivel,

(Dy)* D"
I'Ir'=A

Implica:

D*
I'=sA



Verificacion de (*) en el caso intuicionista. Para verificar (*) debemos ver que
d* <2(max(dyo,dor) + 1 +dy)

Entonces,

QL
*
1l

méx((d(’))*, (di )) + 1
maxX(doo+d, dy+d,) + 1
2(max(dyg, do1) + dy + 1

IA

Quedando probada la desigualdad.
Caso 3) La férmula de corte es principal en ambos lados. Distingamos dos caso de acuerdo al operador 16gico de D.

Subcaso 3a) Si D = Dy A D entonces

Doo Doy Dio

F:>A,D0 FZ>A,D1 D(),D],F=>A
I'= A,Dy A D; Do AND;,I'= A
I'=A
Se convierte en lo siguiente:
Dol D1 =] Do

D()] DIF:A,DO Do,Dl,rﬂA

I'=A,D; D, T=A
I'=A

y similarmente en el caso intuicionista.

Verificaciéon de (*) Debemos probar que d* < max(dyy, do1) + 1 +djp + 1 = méax(dyy + 1,do; + 1) + dyo + 1. De hecho, inspeccionando
la construccién de D, tenemos que

d*

IA

méx(dm, méx(do(),dlo) + ]) +1
méx(d01,d00 + l,dlo + 1) +1
< méax(doy + 1,doy + 1) +djp + 1

Subcaso 3b) Si D = Dy Vv D,

Clasico: Supongamos que D = Dy V Dy, entonces tenemos el siguiente arbol:

Do Do D
F=>D0,D|,A D(),F:>A D],F:)A
I'=DyV Di,A I''DyVv D= A
Cut,
I'=sA
el cual se convierte en
Doo Doo[= D]

F:>D0,D1,A DO,F=>A,D1 Dll
I'= D, A D, = A Cute
I'=>A e

Verificacion de (*): Debemos ver que d* < méax(dyo,d;;) + 1 +doo + 1 = méx(dyg + 1,dy1 + 1) + dyo + 1

Analizando D" obtenemos lo siguiente:

d* = max(d;, max(dy,dpr) + 1)+ 1)

= max(dy;, max(doy + 1,dp; + 1)) + 1
max(dyy,doo + 1,dig+ 1)+ 1
max(dyg + 1,dyp + 1) +doo + 1

IA

Intuicionista: En este caso tenemos lo siguiente:



D Dy

Doo Do,rﬂA Dl,l":>A
I'= DyV D DyVv D, = A Cut
I=A lint
Asi
Doo D
r@Do Do,rﬂA
I=A Cttin

Verificacion de (*): Probemos ahora que d* < 2(max(dyg,d11) + 1 + doo + 1) = 2(max(djg + 1,dy1 + 1) + dgg + 1). En efecto:

d*

2(méx(doo, d1o) + 1)

< 2méx(dig + 1,dj1 + 1) +dy + 1)
= 2(max(dy + 1,dyo + 1))
< 2(max(dyy,di1 + 1) +dy + 1)

Subcaso 3¢) D = Dy — D;. La deduccion en G3c tiene la siguiente forma:

Do Do Dy,
F,DQﬁD[,A FﬁDo,A F,D|=>A
I'=> Dy — Dy,A Dy —» D, = A
I'sA
Arbol que se se transforma en una deduccién 9’
Do DDy =]
1)10 I,Dy = D, A I,Dy,D; = A
F=>D0,A F,D0—>D]=>A
I'=>A

El nuevo corte sobre Dy — D; tiene un nivel menor que el original; luego, por la hipdtesis de induccidon podemos remover este corte.

Verificacion de (*) Veamos que d* < max(dyo,dj1) + 1 +do + 1 = max(dyg+ 1,d;; + 1) +d - 00+ 1:

d = méx(méx(doo, d]]) + 1, d()o) +1

= méx(d()() +1,dy + l,dl()) +1
< méx(dn +1,dip+ 1)+ doo + 1

Doo Do Dy
I',Dy = D; I''Dy —» Dy = Dy IDi=A
F=>D0—>D1 F,DQ—>D1=>A
I'=A4A
El cual es sustituido por el siguiente:
Do
FDO = D] .Z)]()
I'= Dy — D I',Dy —» Dy = Dy Cut DQO
I'= Dy o I'Dy = D, Cut D
= D, . FD] = A Cut
r=A “

El nuevo corte sobre Dy — D, tiene un nivel menor y por tanto podemos remover el corte utilizando la hipétesis de induccién. Sustitui-
mos D, por (D) y la deduccién resultante es D* (y (D) = (Df,)").

Verificacion de (*): En el caso intuicionista, tenemos que probar lo siguiente:

d < 2(d0() +1+ méx(dlo,dn) + 1) = méX(de() + 2d10 +4, 2d()0 + 2d11 + 4) T



La deduccion (D*)gq satisface

d*

IA

méx(méx(Zdoo + 2d1()() + 2,d()()) + 1, d11) +1
méX(Zdo() + 2d]0 + 4, d()() + 2,d11 + 1)

y esto es mas pequeno que el lado derecho de 7.
Subcaso 3d) Supongamos que D = VxDy, cony ¢ FV(Dy,I',A),y ¢ FV(2).
Clasico:

Transformemos el siguiente arbol:

Doo Do
['= A Dolx/yl  ¥xDo, Dolx/t],T = A
I'= A,VxDy YxDy,I' = A
I'=>A

en

Doo[Do[x/1] =]

Dylx/1],T = A, Dylx/y] Do
Dooly/1] Dy[x/t],T = A,VxDy VxDy, Do[x/t], T = A
I' = A, Dy[x/1] Do[x/t],T = A
I'=A

La subdeduccién 9 finaliza en el corte sobre YxDy y es de nivel menor. Asi que podemos sustituirla (por la hipdtesis de induccién) por
(D")*, lo que produce la D* requerida.

Verificacion de (*) en el caso clasico. Tenemos que probar que d* < dyy + djg + 2; para D* tenemos:
d* < méX(doo,doo +1+ dl()) +1= n’léX(do() +dyo + 2,dy + 1= doo + dio + 2.

Lo cual prueba lo requerido.

Intuicionista:
Do D
I' = Dy[x/y] VxDy, Do[x/t], T = A
I'= V)CDO VXD(), I'=A
I'=A

Esto se convierte en

DoolDolx/t] =]

Do[x/1],T' = Do[x/y] Dy
Daoly/t] Dy[x/t],T = VxDy YxDg, Do[x/t],T = A
I = Dolx/1] Dolx/fl.T = A
I'=A

Verificacion de (*) en el caso intuicionista. Tenemos que probar que:
d' = 2(méx(d00, le) + 1) = Z(méx(doo + l,dlo + 1) = mé.x(doo + 2, le + 2)
Entonces,
d = méx(d()(), méx(doo,dlo) + 1) +1
= I‘[lé.X(do(),doo + l,dlo + 1) +1
max(dy + 1,dip+ 1) + 1
méx(doo + 2, d]() + 2)
méX(Zdoo +2,2d19 +2)

IA

y por lo tanto se cumple la desigualdad.
Subcaso 3e) D = dAxD,.

Clasico:



Do Do
I'= A, Do[x/y] I, Do[x/t],= A
I' = A,3xDy I',AxDy, = A
I'=A

Luego,

Dio[Dolx/1] =]

Doo[= Dolx/y]] Dolx/t],I' = A, Do[x/y]
I' = A, AxDy, Dy[x/y] AxDy, T = A, Dy[x/y] Do
I'= A, Do[x/y] D[x/y],T = A
I'=>A

Verificacion de (*) en el caso clasico. Veasmos que:
d <dyp+1+dio+1=dy+dpo+2

Tenemos que,

d* = max(dyo, max(dy,dip) +1)+1
= max(dyg, max(dpy + 1,dip + 1)) + 1
= max(dio,doo + 1,dyp+ 1)+ 1
= max(dy + 1,dig+ 1)+ 1
= max(dy + 2,d1o + 2)
< dy+dip+2

Intuicionista:
Do D
I' = Dy[x/y] I, Dylx/t],= A
I' = 3xD, I',AxDy, = A
I'=s A

Transformando esta expesién obtenemos:

DiolDolx/t] =]

Do Dylx/1],T = Dylx/y]
I' = AxD,, AxDy, T = Dy[x/y] Do
I' = Dy[x/y] Dix/y],T = A
I'=sA

Verificacion de (*) en el caso intuicionista. Veamos que:
d' < 2(d0() +1+ dl() + l) = 2(d00 + dl() + 2) = 2d0() + 2d10 +4
PD* obtenemos:

d* = max(max(dy,dig) + 1),d1o) + 1
= max(dy + 1,dio+ 1,djp) + 1
= max(dy + 1,dig+ 1)+ 1
max(dyy + 2,dyo + 2)
2dyy + 2dyp + 4

IA

y asi se cumple la desigualdad.

Con esto, completamos la demostracion del teorema.
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