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Trabalho

O trabalho consiste em comparar a solugao da equacao de difusao de Defeitos de
Radiacao para diferentes métodos numéricos e diferentes condigoes de contorno.
O que se busca, mais especificamente, é comparar a solucao estacionéria da
equacao.
Equagao da difusao de defeitos por radiagao:
of 0*f

o = Doy — Sf +s() (1)

Condicoes de Contorno: fy=0e f, =0

Método de Thomas

O método de Thomas é um método numérico para encontrar-se uma solugao
na qual a transformacao aplicada resulta em algo conhecido. Basicamente o
que se faz é inverter uma matriz sem realmente precisar inverte-la.

Como busca-se a solugao no ponto de equilibrio, tem-se que o sistema
encontra-se em um estado estaciondrio, logo, f(r + AX) = f(z) — 0f/dx = 0.
Assim:

p%f stisty—0— (DL —8) f = —sw) 2)
_— xT) = _— = — T
dz? O0x?

o primeiro termo da equacao é um operador de derivagao subtraido de um
sumidouro (sink) aplicado em um vetor. O que se tem na verdade é o termo

de fonte 5(Z) que é dado por uma gaussiana. Quando abre-se o termo para o
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espaco discreto, tem-se dz — Az e a respectiva equagao (omitindo-se o termo
—Se D):

Pf fle—Ax,t)=2f(x,t) + f(z + Ax,t) 3)

dx2 (Az)?
que em forma matricial, apresenta elementos apenas na diagonal principal,
na diagonal abaixo (elementos de  — Azx) e na diagonal acima da principal
(elementos de x + Ax). Por escalonamento, resolvem-se o sistema, mantendo

—

F(Z) como incégnita em funcdo de 5(7)
E a solugao da EDP ¢ apresentada na Figura 1.

Solucao Estacionaria por algoritmo de Thomas
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Figura 1: Solugdo estaciondria para a equacdo de Difusao de Defeitos por Radia¢do

pelo Algoritmo de Thomas

O programa utilizado para gerar-se esta solugao tem como condigoes para a
fonte: sg = 10, 0 = 10 e centrada em oy = 100; para o sumidouro utilizou-se
S =0.0002 em uma rede de 400 pontos.

Foward Time Central Space (FTCS)

Este método baseia-se na discretizacao do tempo e do espacgo, assim o que
ele faz nao é uma solucgao Unica para o caso estacionario, mas sim a evolugao
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temporal da solucao. Discretiza-se o tempo entao através do método de Euler,
onde avanca-se At no tempo:

of _ flx,t+ At) — f(x,1) A

ot At )

Substitui-se entao as FEquacoes 3 e 4 na Fquacao 1 e assumindo uma notacao
mais compacta, obtém-se:

fJnJrl _ ]n Tl_l — an + n_H
_ D J J J —
N AeT Sf + s(x) (5)
isolando-se o ff+1
. . DAt n n
B = B (e Ui~ 26 f) = SF 48 Q

Assim, para encontrar a solucao estacionaria, itera-se a equacao para um
tempo suficientemente grande. Iterando-se para tempo igual 30000, com as
condicoes iniciais ja citadas, obtém-se entao a solucao da Figura 2 que se
assemelha muito com a obtida pelo método de Thomas.

Solucao para t=30000 pelo metodo FTCS
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Figura 2: Solucdo para a equagao de Difusao de Defeitos por Radiagao pelo Método
FTCS para tempo = 30000 (estaciondria)
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Método de Crank-Nicolson

O método de Crank-Nicolson baseia-se em uma organizacao algébrica das
equagoes, de modo a se acompanhar a evolucao temporal das solugoes. Obtém-
se a seguinte equagcao:

frt=E " (M.f" +dt.s) (7)

Onde E e M sao matrizes tridiagonais bem determinadas, com seus termos
constantes dependentes de At, Az, D e S.

Nota-se entao que o termo entre parenteses no lado esquerdo é um vetor,
facilmente determinado pela multiplicacao da matriz M pelo vetor do tempo
atual da iteracao f" somado ao vetor de fonte. Definindo este vetor como um
P", tem-se que:

fn+1 — Eil’l/ln N E.fn+1 — ,l/)n (8)

como a matriz tridiagonal E e o vetor 9" sao conhecidos, busca-se o vetor
f™*1: mas, observa-se ainda que a forma da equacao é a mesma que fora resolvida
na Fquagao 2, ou seja, pode-se resolver a partir do método de Thomas.

Infelizmente, o programa para o calculo da equacao de Difusao de Defeitos
por Radiacao pelo método de Crank-Nicolson nao funcionou como deveria. O
que se teve foi um comportamento para temos iniciais proximo ao do método
FTCS, porém, nao se chegou em uma solugao estacionaria, o que ocorreu foi
uma divergéncia por parte da equacao.

Analise de Estabilidade

Deve-se falar em estabilidade apenas para os dois métodos que demandavam
uma evolucao temporal, visto que para a solucao estacionédria apenas uma
iteragao resolvia a equacgao.

O método FTCS é um método muito bom pela facilidade de sua imple-
mentacao e pela nao obrigatoriedade no uso de matrizes e principalmente
na inversao delas. Entretanto, o método demanda que o termo multiplica-
tivo k = DAt/(Ax)? seja menor que 1/2 e assim, a amplitude do mddo de
fourier associado nao divirja, o que determina que dt seja muito pequeno, e
consequentemente, a convergencia se dé de forma muito lenta.

J& para o método de Crank-Nicolson este problema nao ocorre, ele é organi-
zado de tal maneira em que o dt seja basicamente um parametro livre. Assim,
por mais que se demande muito mais tempo computacional para resolver as
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equacoes matriciais, os passos de tempo podem ser muito maiores, auxiliando
numa rapida convergéncia do método.

Assim, pode-se comparar na Figura 3 as duas solugoe obtidas pelos dois
primeiros métodos. Percebe-se que o pico da solucao para o método FTCS é
menor que para a obtida pelo algoritmo de Thomas, supoe-se assim que essa
diferénca seja devida ao tempo utilizado, nao suficiente para se chegar no estado
estacionario.

Duas solucoes
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Figura 3: Tipos de organizacao de discos para ocupacdo do espaco.

Condicoes de Contorno: f; = f;

Método de Sherman-Morrison

O método de Sherman-Morrison é um método que se aproxima do algoritmo
de Thomas no sentido de funcionar para inverter uma matriz, com a grande
diferenca de que funciona para uma matriz qualger, nao apenas para matrizes
tridiagonais.

A questao é que ao se usar condi¢oes de contorno periédicas, surgem dois
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termos nas diagonais opostas da matriz, e entao ha de se resolver o sistema
para esta nova matriz.

O algoritmo de Sherman-Morrison baseia-se na consideracao de uma matriz
como uma combinacao de matrizes com vetores, o que seria equivalente a um
método de perturbagao de uma matriz. Fala-se assim até em ranks (ordens) de

perturbagao para a matriz.
Basicamente, a forma proposta pelo algoritmo é a seguinte:

A lupT A1
T+ oTA T ©)

onde u e v sdo vetores quaisquer, A é uma matriz inversivel e 1 +v? A~ tu # 0.

(A+uw’) "t =A""—
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