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1. Volumen de un cubo

Se tiene un cubo ABCD - EFGH. Hallar el volumen del cubo si la minima distancia de PQ + QE
es 6.
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Cﬁ=< —T, 5 —Y,a—2>=<—I,5 —T,a—2>
Q7P2=z2+(%—z)2+(a—z)2

QF =< —z,a—y,—2 >=< —r,a—,—2 >
Q7E2:x2+(a—x)2+z2

Formiulaciéi de la distancia:
QP+QE =D = /2> + (% — )2+ (a—2)2 4+ /22 + (a — )% + 22

De la grafica concluimos que x y z son multiplos de a, por tanto podemos poner ambas variables en
funcién de esta tdltima:

r=ma, z=mna,donde: 0 <m,n <1
Entonces:

D = /(ma)?+ (% —ma)? + (a — na)® + \/(ma)? + (a — ma)? + (na)?
D:a(\/m2+(%fm)2+(1—a)2+\/m2+(1—m)2+n2)

D:a(\/(2m2 —2m+1+n2)+m+ 1 —2n+ v2m? —2m+1—|—n2>
Reemplazando expresiones por otras variables, y obteniendo sus respectivas derivadas parciales:
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R(m,n) =2m? —2m + 1 + n? T(m,n)=m+1—2n

R, =4m —2 T =
R, =2n T = -2
Entonces:

D =a(VR+T+VR)

Observamos que D es también un multiplo de a, entonces hacemos:
d(m,n) =vVR+T+ VR

Procedemos a encontrar el minimo/méaximo de la funcién distancia:
J R 4T, R, 4m—2+1  4m—2 dm —1 2m—1

= + = + = + =0
2VR+T 2R 2VR+T 2VR  2VR+T VR
R+T_ 4m — 1
VTR T 20-2m)
d,iR;—ﬁ—T,’l R, 2n —2 2n n—1 n

= + = + = +—==0
2/R+T 2R 2VR+T 2VR 2VvR+T VR

/R—i—T_l—n
R ~ n

dm —1 1—n
21—2m) =n n=21-2m)

Igualando las ec. (3) y (4), obtenemos:

Introduciendo la ec. (5) en el resto de ecuaciones anteriores:
1 1
R(m) =2m? —2m + 14 [2(1 — 2m)]? = 18m?* — 18m + 5 = 18 <m— 2) +3

T(m)—m+i2[2(12m)]—9mf_9<m;)+i

Haciendo u = m — % generamos nuevas expresiones, de las cuales obtenemos sus derivadas:

R(u) = 18u* + § T(u)=9u+32
R’ = 36u =9

Nuevamente calculamos el minimo/méximo de la distancia con estas nuevas expresiones:

, R+T R 36u+9 36u du+1 4711_0

2VR+T 2R 2VR+T 2R VR+T VR

IR+T  4u+1 N R+T (4u+1)?
R —4u R 16u?

(R+T)16u? = R(4u + 1)?

1(72u? + 36u + 5)16u? = 1 (36u® + 1)(16u” + 8u + 1)

8u?(72u? + 36u + 5) = (36u® + 1)(16u? + 8u + 1)

2032yt + 253243 + 23502 = 26320t + 253203 + 2213u? + 23u + 1
(2213 = 285)u? + 8u+1=12u> +8u+1= (2u+1)(6u+1) =0

. 11
enemos que: u = —_, — =
d 276




Para determinar el valor de u a emplear, debemos hacer un analisis de rangos:

0<n<l1
0<2(1-2m)<1
1< <1
1="=73
1< +1<1
1="T9=73
1< <0
——<u
g=us
. 1 1 2
Deaqu1que:u:—f=>m:§,n:§
Por tanto, el extremo relativo de la curva se halla en el punto:
( ) a a 2a
x,y,2)=1\=,=, =
7y7 37373

Empleamos el método de la segunda derivada para determinar si el extremo relativo es minimo o
maximo:
, Au+1 n Au
VR+T VR
. 4 (du+1)(R'+T) 4 4uR’

d’ = — +
VR+T WRAT "R
Sit R(-3) =1, R(-}) =6, T(-}) =3 T'(—1) =9
Entonces: d’ =6
El resultado fue positivo, lo cual indica que en ese extremo la curva es concava hacia arriba, por
tanto, el extremo es un minimo relativo.

Conociendo este dato, podemos calcular el valor de la variable d en la ec. (2):

3 3
—J1-S4V1=2
d 4+xf 5

El cual si lo reemplazamos en la ec. (1) obtenemos:

D=a(})

Este dato representa la menor distancia posible para PQ + QFE, pero por dato del problema sabemos

que ello es 6:

3
?a:6 — a=4

Finalmente, el volumen del cubo es: V = 43 = 64
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2. Relacion entre volimenes parciales

En la figura se tiene un cono equilatero. Calcular la relacién de los volumenes entre los solidos
parciales.

A2 B3 04 D15 B1

Para la resolucién del problema, se ha visto en la necesidad de renombrar los puntos de la figura
original a conveniencia, sin que ello afecte al problema en si mismo, como se muestra en la figura
siguiente.



Es necesario recordar algunos hechos implicitos dados por el problema:

1.
2.

En un tridngulo equilatero todos sus lados son iguales,

Si r es el radio de la base circular del cono equildtero, entonces cada lado del tridngulo equilatero
transversal al didmetro de la base del cono, medira 2r,

En un tridngulo equildtero, la altura, la bisectriz, la mediana, y la mediatriz a/desde cualquiera
de sus vértices son coincidentes,

El punto donde se intersecan las tres medianas, el baricentro, se sitia a % de cada vértice,

El angulo interior de un tridngulo equildtero es 60°,

La base oblicua que se forma al cortar el cono por su altura, como se muestra en la figura, es
una seccién eliptica.

Del triangulo rectangulo BMC, se conoce que:

» BC=2ry MC =r

B=30°yC =60°

Con todos estos datos podemos calcular valores de segmentos de nuestro interés:

BM =31

BO = 2BM = 28y = Zr

OM = 2B = L

BO'" = %W = ‘/Tgr, radio mayor de la seccion eliptica
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Del triangulo rectangulo ORO’ sabemos que 0 = 30°, entonces podemos obtener los siguientes datos:

- OR=1y
NP — _1
u OR*ET

Para calcular el radio menor de la seccion eliptica, nos servimos de la interseccion de la seccién circu-
lar (paralela a la base del cono) en el punto R, y la seccién eliptica oblicua (cuyo didmetro mayor es
BM). Esta interseccién se da en NN’ teniendo como punto medio a O’ el cual a su vez es el centro
de la seccién eliptica en referencia (véase anterior figura).

Trabajando con el triangulo rectangulo CRK y conociendo que K = 60°, podemos obtener los si-
guientes datos:

» CO=BO =%y

=
" OR= 157

«» CR=CO+OR= %r—kﬁr— %r

s CK = %r

» RK = %r , radio de la seccion circular en el punto R

Si observamos el cono desde una vista superior, como se muestra en la siguiente figura,

Nl

Utsta Supertor del Cono

donde la linea de color violeta representa la seccion eliptica oblicua, obtenemos los siguientes datos:

» RN =RN' =RK =

0o

r

- OR=1r

Aplicando el Teorema de Pitdgoras para calcular el cateto NO’ del tridngulo rectangulo NO’R, obte-
nemos:

I f[——2 ——2 ) . L.
NO'=\NR —O'R = %TQ — 1—167"2 = %T , radio menor de la seccion eliptica



Con los datos recolectados, podemos calcular el volumen del cono oblicuo
BCM de base eliptica.

o o e (L) (V3 V6
r SbZNO/'BO’ﬂ'=<7‘ “r|lr=""r’zn
V2 2 4
b= M LB V6,2
SV e A BN YV
3 3 2v/6

Volumen del cono regular:
Sb = 7T7“2

BT 2
Sp- BM = (mr )(\/gr) - 3x 1,81473
3 3 V3
Calculando el volumen del cono truncado:
T T V2\ 7
Vo=Vp—Vi=——p3 - _p3=[1-22 3
== T T ( : )

:>VT:

Vo ~ 1,173r3

W E j" Calculando la proporcién entre los volimenes parciales:

V2 T .3

Ve (]. - 7) —7=T

oA IS _aao1a188 6

Vi e

\%1

— =~ 0,546
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