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Por que EDEs?

EDO + ruido = Mejor modelo
En ocasiones

Circuitos Eléctricos

L ·Q′′(t) + R ·Q′(t) +
1
C
·Q(t) = F (t)

Q(0) = Q0
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−
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Estima Z (t) observando Q(t)
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¿Por que hacer métodos numéricos para EDEs?

EDO + ruido = Mejor modelo
En ocasiones

Solución analı́tica?
muy RARA

3



¿Por que hacer métodos numéricos para EDEs?

EDO + ruido = Mejor modelo
En ocasiones

Solución analı́tica?
muy RARA

Usa
Teorı́a de diferencias finitas y
haz una extensión estocástica.
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Objetivo

Objetivo de la charla
Ilustrar como aproximar soluciones de EDEs a partir de
conocimientos básicos de los métodos deterministas y nociones
muy elementales de variables aleatorias.
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Construcción de Métodos
Numéricos



Notación

dx(t) = f (x(t), t)dt︸ ︷︷ ︸
deriva

+g(x(t), t)dB(t)︸ ︷︷ ︸
difusión

,

EDE
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Historia
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Caminata del borracho

t

X

P[Xn =±1] = 1/2

1
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Caminata del borracho

t
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P[Xn =±ε] = 1/2

δ
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Construcción

Teorema
Sea Yδ ,ε (t) una caminata aleatoria que inicia en 0 de saltos ε y −ε

con igual probabilidad en los tiempos δ ,2δ ,3δ , . . .. Supongamos
que ε2 = δ . Entonces para cada t ≥ 0, el limite

B(t) = lı́m
δ→0

Y
δ ,
√

δ
(t),

existe en distribución. Además,

E
[
eiλB(t)

]
= e−

1
2 tλ 2

, λ ∈ R.

13



Código

1 N = 10

2 T = 1.0

3 delta = T/np.float(N)

4 eps = 1.0/np.sqrt(np.float(N))

5 t = np.linspace(0,T,N+1)

6 b = np.random.binomial(1,.5, N) # bernulli 0,1

7 omega = 2.0 * b - 1 # bernulli -1,1

8 Xn = eps * (omega.cumsum()) # bernulli -h,h

9 Xn = np.concatenate(([0], Xn))
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Caminata Aleatoria de n transiciones
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Caminata Aleatoria de n transiciones
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Caminata Aleatoria de n transiciones
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Construcción

ε
2 = δ

Yδ ,ε (t) D−−−−→
δ ,ε→0

B(t) ∀t ≥ 0

E
[
eiλB(t)

]
δ ,ε→0−−−−→ e−

1
2 tλ 2

, λ ∈ R.

Construcción
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Distribución Gaussiana
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Caminata Aleatoria en [0,1]
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Caminata Aleatoria en [0,1]
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Aproximación del MB en sentido Fuerte

Definición
El movimiento Browniano B(t) es el único proceso que satisface:

(I) B(0) = 0 c.s.

(II) Para 0≤ s ≤ t , B(t)−B(s)∼
√

t−sN(0,1).

(III) Para culquier t0 ≤ t1 ≤ ·· · ≤ tn ∈ [0,T ], las v.a B(ti )−B(tj ) son
independientes

19
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Aproximación Fuerte vs. Débil



Debil vs Fuerte

dx(t) = f (x(t))dt + g(x(t))dB(t),

x(0) = x0, t ∈ [0,T ]

dada

Debil

Xn+1 = Xn + f (Xn)h + g(Xn) ∆Bn︸︷︷︸
≈
√

hεn
P[εn=±1]=1/2

Fuerte

Xn+1 = Xn + f (Xn)h + g(Xn) ∆Bn︸︷︷︸
≈
√

hεn
εn∼N(0,1)
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EDEs con Coeficientes Local
Lipschitz



Ejemplo:

dy(t) =−10sgn(y(t))|y(t)|1.1dt + 4dWt ,

y0 = 0, t ∈ [0,10]

≈ E [|y(10)|] , 104 trayectorias ,

h = 10/N, N = {1,2, . . . ,50}



Ejemplo:

dy(t) =−10sgn(y(t))|y(t)|1.1dt + 4dWt ,

y0 = 0, t ∈ [0,10]

≈ E [|y(10)|] , 104 trayectorias ,
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Ejemplo:

dy(t) =−10sgn(y(t))|y(t)|1.1dt + 4dWt ,

y0 = 0, t ∈ [0,10]

≈ E [|y(10)|] , 104 trayectorias ,

h = 10/N, N = {1,2, . . . ,50}

Martin Hutzenthaler, Arnulf Jentzen, and Peter E. Kloeden.
Strong and weak divergence in finite time of euler’s method
for stochastic differential equations with non-globally
lipschitz continuous coefficients.
Proceedings of the Royal Society of London A: Mathematical,
Physical and Engineering Sciences, 467(2130):1563–1576,
2011.



Modelos con Condiciones Local Lipschitz

• Biologı́a

• Finanzas

• Fı́sica

• Quı́mica

Lotka Volterra

dXt = (λXt −kXtYt )dt + σXtdWt

dYt = (kXtYt −mYt )dt



Modelos con Condiciones Local Lipschitz

• Biologı́a

• Finanzas

• Fı́sica

• Quı́mica

Henston

dSt = µStdt +
√

VtSt

(√
1−ρ2dW (1)

t + ρdW (2)
t

)
dVt = κ(λ −Vt )dt + θ

√
VtdW (2)

t



Modelos con Condiciones Local Lipschitz

• Biologı́a

• Finanzas

• Fı́sica

• Quı́mica

Langevin

dXt =−(∇U)(Xt )dt +
√

2εdWt



Modelos con Condiciones Local Lipschitz

• Biologı́a

• Finanzas

• Fı́sica

• Quı́mica

Brusselator

dXt =
[
δ − (α + 1)Xt + YtX 2

t

]
dt + g1(Xt )dW (1)

t

dYt =
[
αXt + YtX 2

t

]
dt + g2(Xt )dW (2)

t



Algúnas propuestas

• Implı́citos:
• θ -BEM
• FBEM

• Explı́citos:
• Tamed EM
• Truncated
• Sabanis

θ -Euler Maruyama

Yk+1 = Yk + h(1−θ)f (Yk ) + θ f (Yk+1) + g(Yk )∆Wk ,

θ ∈ [0,1].

Xuerong Mao and Lukasz Szpruch.
Strong convergence and stability of implicit
numerical methods for stochastic differential
equations with non-globally lipschitz continuous
coefficients.
Journal of Computational and Applied Mathematics,
238:14–28, January 2013.



Algúnas propuestas

• Implı́citos:
• θ -BEM
• FBEM

• Explı́citos:
• Tamed EM
• Truncated
• Sabanis

Forward-Backward Euler Maruyama

Yk = Yk−1 + h(1−θ)f (Yk−1) + θ f (Yk ) + g(Yk−1)∆Wk−1

Ŷk+1 = Ŷk + hf (Yk ) + g(Yk )∆Wk , θ ∈ [0,1].

Xuerong Mao and Lukasz Szpruch.
Strong convergence and stability of implicit
numerical methods for stochastic differential
equations with non-globally lipschitz continuous
coefficients.
Journal of Computational and Applied Mathematics,
238:14–28, January 2013.



Algúnas propuestas

• Implı́citos:
• θ -BEM
• FBEM

• Explı́citos:
• Tamed EM
• Truncated
• Sabanis

Tamed Euler Maruyama

Yk+1 = Yk +
hf (Yk )

1 + h‖f (Yk )‖
+ g(Yk )∆Wk

Martin Hutzenthaler, Arnulf Jentzen, and Peter E.
Kloeden.
Strong convergence of an explicit numerical
method for sdes with nonglobally lipschitz
continuous coefficients.
The Annals of Applied Probability, 22(4):1611–1641,
August 2012.



Algúnas propuestas

• Implı́citos:
• θ -BEM
• FBEM

• Explı́citos:
• Tamed EM
• Truncated
• Sabanis

Truncated Euler Maruyama

Yk+1 = Yk + f∆(Yk )h + g∆(Yk )∆k ,

f∆(x) :=

(
|x |∧µ

−1(h(∆))
x
|x |

)
,

g∆(x) :=

(
|x |∧µ

−1(h(∆))
x
|x |

)

Xuerong Mao.
The truncated euler-maruyama method for
stochastic differential equations.
Journal of Computational and Applied Mathematics,
290:370 – 384, 2015.



Algúnas propuestas

• Implı́citos:
• θ -BEM
• FBEM

• Explı́citos:
• Tamed EM
• Truncated
• Sabanis

Euler Maruyama with varying coefficients

Yk+1 = Yk +
hf (Yk ) + g(Yk )∆Wk

1 + k−α (‖f (Yk )‖+‖g(Yk )‖)
, α ∈ (0,1/2]

Sotirios Sabanis.
Euler approximations with varying coefficients:
The case of superlinearly growing diffusion
coefficients.
Ann. Appl. Probab., 26(4):2083–2105, 08 2016.



Nuestra Propuesta

dy(t) = f (y(t))dt + g(y(t))dWt , f (j)(x) = aj (x)x (j) + bj (x (−j))

f (y(t))≈ ϕf (y(tη+(t)))

η(t) := k , t ∈ [tk , tk+1), k ≥ 0,

η+(t) := k + 1, t ∈ [tk , tk+1), k ≥ 0

ϕf (y(tη+(t))) =
y(tη+(t))−y(tη(t))´ y(tη+(t))

y(tη(t))
du

a(y(tη(t)))u+b

23



Nuestra Propuesta
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Nuestra Propuesta

dy(t) = f (y(t))dt + g(y(t))dWt , f (j)(x) = aj (x)x (j) + bj (x (−j))(
ϕf (1) (Y ?

k ), . . . ,ϕf (d) (Y ?
k )
)

aj ,k = aj

(
Y (1)

k , . . . ,Y (d)
k

)
,

bj ,k = bj

(
Y (−j)

k

)

23
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aj ,k = aj

(
Y (1)

k , . . . ,Y (d)
k

)
,

bj ,k = bj

(
Y (−j)

k

)
ϕf (j)

(
Y ?

k
)

=
Y ?(j)

k −Y (j)
k

´ Y?(j)
k

Y (j)
k

du
aj ,k u+bj ,k

23



Nuestra Propuesta
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ϕf (1) (Y ?

k ), . . . ,ϕf (d) (Y ?
k )
)

ϕf (j)
(
Y ?

k
)

=
Y ?(j)

k −Y (j)
k

´ Y?(j)
k

Y (j)
k

du
aj ,k u+bj ,k

Y ?
k = Yk + hϕf (Y ?

k ),

Yk+1 = Y ?
k + g(Y ?

k )∆Wk ,

23



Nuestra Propuesta
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k
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=
Y ?(j)

k −Y (j)
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´ Y?(j)
k

Y (j)
k

du
aj ,k u+bj ,k

Y ?
k = Yk + hϕf (Y ?

k ),

Yk+1 = Y ?
k + g(Y ?

k )∆Wk ,

Hipótesis: ∀x ∈ Rd

(A-1) ∃ La, aj (x)≤ La

(A-2) |bj (x (−j))|2 ≤ Lb(1 + |x |2)

(A-3) Condiciones ceros de aj (·)

Teorema

Sea u ∈ Rd

v = u + hϕf (v),

v = A(1)(h,u)u + A(2)(h,u)b(u).

Def v = A(1)(h,u)u + A(2)(h,u)b(u)

Fh(u) = v, ϕfh (u) = ϕf (Fh(u)),
gh(u) = g(Fh(u)), 23
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Contra ejemplo para los tamed

dy1(t) = (λ −δy1(t)− (1− γ)βy1(t)y3(t))dt−σ1y1(t)dW (1)
t ,

dy2(t) = ((1− γ)βy1(t)y3(t)−αy2(t))dt−σ1y2(t)dW (1)
t ,

dy3(t) = ((1−η)N0αy2(t)−µy3(t)− (1− γ)βy1(t)y3(t))dt−σ2y3(t)dW (2)
t

24
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γ = 0.5, η = 0.5, λ = 106,
δ = 0.1, β = 10−8, α = 0.5,
N0 = 100, µ = 5, σ1 = 0.1,
σ2 = 0.1,
y0 =

(10000,10000,10000.)T ,
h = 0.125.
Exacta: BEM h = 10−5
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Dalal, N., Greenhalgh,
D., and Mao, X. (2008).

A stochastic model
for internal hiv
dynamics.
Journal of
Mathematical Analysis
and Applications,
341(2):1084–1101.
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Función caracterı́stica

Definición (Función caracterı́stica)
Sea X v. a., entonces,

φX (t) = E
[
eitX
]
, t ∈ R,

es la función caracterı́stica de X .

Teorema de continuidad
Sea {Xn}∞

n=1 v .a., entonces

Xn
D−→ X ⇔ φXn (t)→ φX (t).

Const
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Integral Estocástica

ˆ T

0
f (·)d(·)

Integral



Integral Estocástica

ˆ T

0
f (·)d(·)

f : [0,T ]→ R

Integral

Determinista: ˆ T

0
f (·)dg(·)≈

N−1

∑
j=0

f (tj )(tj+1− tj )



Integral Estocástica

ˆ T

0
f (·)dB(·)

f : [0,T ]×Ω→ R

Integral

Determinista: ˆ T

0
f (·)dg(·)≈

N−1

∑
j=0

f (tj )(tj+1− tj )

Itô

≈
N−1

∑
j=0

f (tj )(Btj+1 −Btj )



Integral Estocástica

ˆ T

0
f (·)dB(·)

f : [0,T ]×Ω→ R

Integral

Determinista: ˆ T

0
f (·)dg(·)≈

N−1

∑
j=0

f (tj )(tj+1− tj )

Itô

≈
N−1

∑
j=0

f (tj )(Btj+1 −Btj )

Stratonovich

≈
N−1

∑
j=0

f
(

tj + tj+1

2

)
(Btj+1 −Btj )



Existencia y unicidad de soluciones fuertes para EDEs

Sea dXt = f (t ,Xt )dt + f (t ,Xt )dBt en el sentido de Itô, t.q.

(EU1) (Medibles): f ,g son L 2−medibles en (t ,x) ∈ [t0,T ]×R.

(EU2) (Lipschitz): ∃K > 0 t.q. ∀t ∈ [t0,T ], x ,y ∈ R.

|f (t ,x)− f (t ,y)|≤ K |x−y |,
|g(t ,x)−g(t ,y)|≤ K |x−y |

(EU3) (De crecimiento lineal acotado): ∃K > 0, t.q.
∀t ∈ [t0,T ], x ∈ R

|f (t ,x)|2≤ K 2(1 + |x |2),

|g(t ,x)|2≤ K 2(1 + |x |2)

(EU4) (Condición inicial): Xt0 es Ft0−medible con E
[
|Xt0 |

]
< ∞.

Entonces, ∃!Xt en [t0,T ] con sup
t0≤t≤T

E(|Xt |2) < ∞.

Thm:Consistencia



Lema de Gronwall

Lema (de Gronwall)
Sean α,β : [t0,T ]→ R funciones integrables t.q.

0≤ α(t)≤ β (t) + L
ˆ t

t0
α(s)ds t ∈ [t0,T ].

Entonces

α(t)≤ β (t) + L
ˆ t

t0
eL(t−s)

β (s)ds

Prueba

idea



Desigualdad de Lyapunovl

Sea X una v.a integrable y 0 < q ≤ p entonces

Sea X una v.a integrable y 0 < q ≤ p entonces

E
(
|X |q

)
≤ E

(
|X |p

) q
p

Prueba



Isometrı́a de Itô

Propiedades Integral de Itô

1. E

[ˆ T

0
g(r)dBr

]
= 0

2. (Isometrı́a) E

(ˆ T

0
g(r)dBr

)2
=

ˆ T

0
g2(r)dr

Prueba



Apéndice A

A(1)(h,u) :=


eha1(u) 0

. . .0 ehad (u)

 ,

A(2)(h,u) :=



(
eha1(u)−1

a1(u)

)
1{Ec

1 } 0
. . .

0
(

ehad (u)−1
ad (u)

)
1{Ec

d }

+ h


1{E1} 0

. . .

0 1{Ed}

 ,

Ej := {x ∈ Rd : aj (x) = 0}, b(u) :=
(

b1(u(−1)), . . . ,bd (u(−d))
)T

.

Teorema



Apéndice B: Resultado para ceros aislados

Definición (DD respecto
a p)

u,p ∈ R2, α angulo
positivo respecto a eje-x
segmento up.

fα (u) =
〈q−u,∇f (u)〉
|u−q|

derivada direccional
respecto p en u.

Definición (Star-like set)

S ⊂ R2 es star-like
respecto p, ∀ s ∈ S el
segmento abierto sp esta
en S.

Teorema

• p ∈ R2, S ⊂ R2 star-like respecto p
en el dominio de f ,g.

• En S, f ,g diferenciables , gα (s) 6= 0,

• f (p) = g(p) = 0, lı́m
x→p

fα (x)

gα (x)
= L,

Entonces lı́m
x→p

f (x)

g(x)
= L.

AI Fine and S Kass.
Indeterminate forms for
multi-place functions.
Annales Polonici Mathematici,
18(1):59–64, 0 1966.



Apéndice B: Condiciones para ceros de aj(·)

Ej := {x ∈ Rd : aj (x) = 0} satisface alguno de los puntos:

(I) p ∈ Ej es un cero no aislado de aj (·) y:
• D := {u : ehaj (u)−1 = aj (u) = 0}, es una curva suave que pasa

por p.
• El vector canónico ej es no tangente a D.
• Para cada p ∈ Ej , existe una bola Br (p) t.q.

aj 6= 0,
∂aj (u)
∂u(j) 6= 0, ∀u ∈ D \Br (p).

(II) p ∈ Ej es un cero aislado de aj (·) y:
• Para cada q ∈ Ej , p no es punto limite de

Eα := {x ∈ Rd : (aj )α (x) = 0}.
• Para cada p ∈ Ej existe Br (p), t.q. la derivada direccional respecto

a p satisface
(aj )α (x) 6= 0, ∀x ∈ Br (p).
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